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Distribuicao Normal

Dizemos que uma v.a. X possui distribuicdo normal com parametros u e o2,

u € Rec? >0, seafd.p. fx édada por:
1 (x — u)2]

2n6? P [_ 202

Notacdo: X ~ N(u, 62).

—0 < X < 0.

fx(x) =

Distribuicao mais importante da Estatistica. Também conhecida como
distribuicao Gaussiana.

A esperanca e variancia de umav.a. X ~ N(u, 62) sdo:

EX)=u e Var(X) = o2
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Distribuicao Normal - Esperanca e Variancia

Esperanca:
© 1 (x — p)*
E(X) = — dx = u.
0 /_ooxm“p[ 207 ]x :
Variancia:

Var(X) = E([X — ECX)]?)

o) 1 . 2
= /_ (x — p)° > exp [— (xza'g) ]dx

— 02.
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Distribuicao Normal

Gréfico da funcdo de densidade de probabilidade de umav.a. X ~ N(u, 62):
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— u=00=05
— u=2o0=1
— u=-20=1
0.6 - u=0o0=2
—
%
x 04

{4\

SR ANS

[
4 -2 0 2 4

o
o

X

Funcao Densidade: “Forma de sino”, centrada em pu e escala controlada por o2,
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Exemplo: OkCupid

OkCupid é uma rede social para relacionamentos.

Usuarios devem colocar caracteristicas pessoais como, por exemplo, altura.

Sera que sao sinceros?

iMECC

CALIFORNIA
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https://en.wikipedia.org/wiki/OkCupid
https://en.wikipedia.org/wiki/OkCupid

Exemplo: OkCupid

Comparacao da distribuicao das alturas da populacao adulta norte-americana e
a distribuicao das alturas dos usuarios do site:

Male Height Distribution On OkCupid Female Height Distribution On OkCupid
16% = 16%
uUs. u.s.
AR WS okCupid TN e OkCupid
12% ] OkCupid (implied) ~ 12% OkCupid (implied)
8% 8%
4% 4%
b ® 5 BN %L ®EbANLTLbLSE 5ANLTLbELALTDL BB N

Fonte: http://blog.okcupid.com/index.php/the-biggest-lies-in-online-dating/
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http://blog.okcupid.com/index.php/the-biggest-lies-in-online-dating/
http://blog.okcupid.com/index.php/the-biggest-lies-in-online-dating/

Exemplo: OkCupid

Sex Partners By Height

12 4

0 T T T T T T T T T T 1

4'g" 5'0" 5'2" 5'4" 5'6" 5'8"5'10"6'0" 62" 6'4" 6'6" 68"

women == men

Fonte: http://blog.okcupid.com/index.php/the-biggest-lies-in-online-dating/
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http://blog.okcupid.com/index.php/the-biggest-lies-in-online-dating/
http://blog.okcupid.com/index.php/the-biggest-lies-in-online-dating/

Distribuicao Normal Padrao

Propriedade: Se X ~ N(u, 62), entdo
_XH

O

Z ~ N(O, 1).

Dizemos que Z tem distribuicdo Normal Padrédo e sua densidade se reduz a:

1 */2
¢(z) = e ", —00 < 7 < 00.
\V2rm
A f.d.a. de uma Normal padrdo, que denotaremos por @, é:

S|
<I>(Z)=P(ZSZ)=/ T

2
e "4zt
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Distribuicao Normal Padrao

IMECC

Densidade N(0,1)

(2)
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0.0

Distribuicao Acumulada N(0,1)
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Exemplo: SAT e ACT

Uma universidade americana recebeu inscricao de
dois alunos (Pam e Jim) com os respectivos historicos
escolares. No entanto, Pam realizou o SAT e tirou
1800, enquanto que o Jim fez o ACT e tirou 24. Como
a universidade pode comparar os dois alunos,
baseando-se nesses testes?

Precisamos avaliar quao melhor (ou pior) a Pam foi em relagdo aos demais
alunos que realizaram o SAT.

Precisamos avaliar quao melhor (ou pior) o Jim foi em relacdao aos demais alunos
que realizaram o ACT.
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https://pt.wikipedia.org/wiki/SAT
https://pt.wikipedia.org/wiki/SAT
https://en.wikipedia.org/wiki/ACT_(test)
https://en.wikipedia.org/wiki/ACT_(test)

Exemplo: SAT e ACT

A universidade tem acesso a média (1500) e ao
desvio-padrao (300) das notas de todos os alunos
que realizaram o SAT juntamente com a Pam.

A universidade tem acesso a média (21) e ao desvio-
padrao (5) das notas de todos os alunos que
realizaram o ACT juntamente com a Jim.

Assumindo que as notas dos dois testes seguem uma distribuicao normal:

Seja X uma v.a. representando a nota no SAT: X ~ N(u = 1500, 6% = 300?).

Seja Y uma v.a. representando a nota no ACT: Y ~ N(u = 21, 6% = 59).
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Exemplo: SAT e ACT
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Exemplo: SAT e ACT

Seja X uma v.a. representando a nota no SAT: X ~ N(u = 1500, 6% = 300?).

Padronizando a v.a. das notas do SAT: Z; = %ﬁoo ~ N(O, 1).

. 1800—1500
Padronizando a nota da Pam: 300 = 1.

Seja Y uma v.a. representando a nota no ACT: Y ~ N(u = 21,062 = 5).

Padronizando a v.a. das notas do ACT: Z, = —— ~ N(0O, 1).

Padronizando a nota do Jim: 24g21 = 0.6.
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Exemplo: SAT e ACT

Com as notas padrozinadas, podemos compara-las:

Notas Padronizadas

0.5 1
= Pam
= Jim

0.4

0.3

¢(z)

0.2

0.1

0.0 - I I I I
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Distribuicao Normal

Para calcular as probabilidades, precisamos usar af.d.a.de Z ~ N(0, 1)

|
P(z) =P(ZL <L 2) = /
(2) = P( ) .

t2

2
e t/Zdt,

que ndo tem forma fechada, pois ¢™* nao tem antiderivada.

Contudo, os valores para Z ~ N(0, 1) e ¢p(z) encontram-se tabelados.

Tudo o que precisamos fazer é transformar a variavel em N(0, 1) e usar os
valores tabelados. Ou seja, para X ~ N(u, 67%), temos:

( \
X — _ _
po_a-—p :(D<a M>.

Fx(a) =P X <a)=P

Q
Q
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Distribuicao Normal

Funcao de Distribuicao Acumulada
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Distribuicao Normal - Simetria

A distribuicdao normal é simétrica, portanto

P(Z < —7) = P(Z > 2).
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Distribuicao Normal

Seja Z ~ Normal(0, 1), com f.d.a. ®:
S|

D(z) = P(Z <2) = /_ } me_tz/zdt.
Entao,
- ®©0) =0.5,
© O(—o00) =0,
© O(0) =1,
- Por simetria:

O(x) =PZ <x)=P(Z > —x)

=1 =-P(Z < —x) = 1 — ®(—x).

iMECC
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Distribuicao Normal

A probabilidade de um intervalo é dada por:

Pla<Z<b)=PZ <b)—PZ < a)
=P(Z <b)—-P(Z<a)
= ®(b) — P(a).

P{a< Z< b} P{Z < b} P{Z < a}
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Distribuicao Normal

Veja a tabela da normal com os valores de @(1) e ®(0) destacados:

Tabela I: Distribuicao Normal Padrao Acumulada
¢

AN

Zp
Fornece ®(z) = P(-» < Z < z), para todo z, de 0,01 em 0,01, desde z = 0,00 até z = 3,59
A distribuicdo de Z & Normal(0;1)

z | 000 | 001 | 002 | 003 | 004 | 005 | 006 | 0,07 | 0,08 | 0,00
0,0 | 0,5000 | 0,5040 | 0,5080 | 0,5120 | 05160 | 0,5199 | 0,5239 |0,5279|0,5319| 0,5359
0,1 0,5398 | 0,5438 | 0,5478 | 05517 | 0,5557 | 0,5596 | 0,5636 | 0,5675|0,5714| 0,5753
0,2 05793 | 05832 | 0,5871 | 0,5910 | 0,5948 | 0,5987 | 0,6026 |0,6064]0,6103] 0,6141
0,3 0,6179 | 0,6217 | 0,6255 | 0,6293 | 0,6331 | 0,6368 | 0,6406 |0,6443|0,6480| 0,6517
0,4 | 0,6554 | 0,6591 | 0,6628 | 0,6664 | 0,6700 | 0,6736 | 06772 |0,6808 |0,6844| 0,6879
0,5 0,6915 | 0,6950 | 0,6985 | 0,7019 | 0,7054 | 0,7088 | 0,7123 |0,7157 [0,7190] 0,7224
0,6 | 0,7257 | 0,7291 | 0,7324 | 0,7357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 |0,7486 |0,7517| 0,7549
0,7 | 0,7580 | 0,7611 | 0,7642 | 0,7673 | 0,7704 | 0,7734 | 0,7764 |0,7794 |0,7823| 0,7852
0,8 0,7881 | 0,7910 | 0,7939 | 0,7967 | 0,7995 | 0,8023 | 0,8051 |0,80780,8106| 0,8133
0,9 | 0,8159 | 0,8186 | 0,8212 | 0,8238 | 0,8264 | 0,8289 | 0,8315 | 0,8340 |0,8365 0,8389
1,0 [ 0,8413 | 0,8438 | 0,8461 | 0,8485 | 0,8508 | 0,8531 | 0,8554 |0,8577|0,8599] 0,8621
1,1 | 0,8643 | 0,8665 | 0,8686 | 0,8708 | 0,8729 | 0,8749 | 0,8770 | 0,8790]0,8810| 0,8830
1,2 0,8849 | 0,8869 | 0,8888 | 0,8907 | 0,8925 | 0,8944 | 0,8962 |0,8980]0,8997 | 0,9015
1,3 | 0,9032 | 0,049 | 0,9066 | 0,9082 | 0,9099 | 0,9115 | 0,9131 |0,9147 |0,9162| 0,9177
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Distribuicao Normal

Exercitando com a tabela da Normal;

®(0.2) = 0.5793

®(0.45) = 0.6736
0.8997

O(-0.45) = 1 — ©(0.45)
0.3264

D(1.28)

iMECC

Zy
Fornece ®(z) = P(-» < Z < z), para todo z, de 0,01 em 0,01, desde z = 0,00 até z = 3,59
A distribuicdo de Z é Normal(0;1)

Tabela I: Distribuicao Normal Padrao Acumulada
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0,8962
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0,9066

0,9082
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Distribuicao Normal

Exemplo: Se X ~ N(10, 4), calcular:
1.P8 < X < 10)

2.PO <X <L 12)

3. P(X > 10)

4. P(X <8ouX > 11)

Fonte: Morettin & Bussab, Estatistica Basica 5 edicdo, pag 182.
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Distribuicao Normal

Recorde que se X ~ N(u, 6%), entdo )S%” ~ N0, 1).

Neste problema, sabemos que 4 = 10 e 6% = 4, logo ¢ = 2. Ent3o,

7 _ (X —=10)
2

~ N0, 1).

Devemos transformar X de modo que o evento 8 < X < 10 permaneca
inalterado. Fazemos isso transformando todos os lados da inequacao:

8<X<10e8-10<X-10<10-10

8—10<X—10< 10 — 10
2 2 2

S -1<7Z<0

<

iMECC
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Distribuicao Normal

Entdo, P8 < X < 10) = P(—-1 < Z < 0).

O valor @(0) esta disponivel na tabela e é igual a 0.3.

Para obtermos @(—1), devemos usar a simetria da funcdo @ em torno do zero:

D(—z) =1 — D(2).

A tabela nos dd @(1) = 0.8413

Concluimos portanto que

= D(—=1)=1-0.8413 = 0.1587.

PB<X<10)=P(-1<Z<0)

iMECC

= &(0) — D(—1)
= 0.5—0.1587 = 0.3413 .
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Distribuicao Normal

Grafico da curva N(10, 4) com a regido [8, 10] correspondente ao item 1 em
destaque:

0.20 —
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Distribuicao Normal

~10 X—-10 12-10
zP@gX§1m=P(9 < < )

-2 2
=P(-1/2<72<1)=0.5328.
X—-10 10-10

> =P(Z >0)=0.5.
) =P 0

3.P(X>10)=P<

4. PX<8ouX>11)=PX <8)+PX>11)

_P<X—1o<8—40>+P<X—u)>1L-m>
B 2 2 2 2

=PZ < -1)+P(Z > 1/2)
= 0.1586 + 0.3085 = 0.4671 .
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Distribuicao Normal

Exemplo: Se X ~ N(4, 32), calcule PX < T)eP(1 < X < 7).

X—-4 7-4
P(XS7):P<TST>

—P(Z<1)=d()=0.8413.

3 S 73 =73
—P(-1<Z<1)

= ®(1) — O(—1)

= O(1) = [1 —D(1)]
—2®(1)— 1 =2 x 08413 — 1 = 0.6826.

l—4 X-4 7-4
H1<X§ﬂ:P( < )

iMECC
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Distribuicao Normal

Exemplo: X ~ N(4, 3%)ea regido correspondente a P(1 < X < 7)em
destaque no grafico

0.14 —
0.12 —
0.10 —

0.08 —

fx(x)

0.06 —

0.04 —

0.02

0.00
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Regra Empirica

Em uma distribuicdo normal X ~ N(u, 6%), temos o seguinte:

99,74%

95,44%

68,26%

3

u-3c -2 U-c il u+oc u+26 u+3c
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Regra Empirica

Exemplo: Suponha que o QI da populacédo
mundial segue uma distribuicao normal com
média 100 e desvio padrdo de 15

Encontre um intervalo que englobe os QI's de QG vou As Smort As Finstein?
68.3% da populacdo? He Had An IQ Score Of 165

E se quisermos 95%? E 99.7%?

31/41
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Regra Empirica

Como QI ~ N(100, 15?), pela regra

Mozart & Einstein

IQ > 160 < 0 <
What about y % empirica:
yours ? Q; A
%" 68.3% da populagdo: 85 < QI < 115

95% da populacdo: 70 < OI < 130

= 99.7% da populacdo: 55 < OI < 145

| || 1
55 70 85 100 115 130 145
unsatisfactory low average abowve high superior exceptionally
intelligence intelligence 34.1% average intelligence intelligence  gifted
2.3% 13.6% 34.1% 13.6% 21% 0.13%
A
2] 32/41

IMECC




Aproximacao Normal para uma Binomial

Seja X ~ Bin(n, p).

O que acontece quando o0 numero de ensaios n aumenta?

0.25 A

0.20

0.15

0.10 A

0.05 A

Bin(10,0.7)

0.00 -

iMECC

-lll‘lll
0 2 4 6 8 10

0.15 A

0.10 A

0.05 A

0.00 -

Bin(30,0.7)

0 4 8 12

17 22 27

0.08 -

0.06 -

0.04 -

0.02 A

0.00 -

Bin(100,0.7)

0 12 26 40 54 68 82 96
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Aproximacao Normal para uma Binomial

Seja X ~ Bin(n, p). Se n é suficientemente grande, a distribuicdo de X pode ser
aproximada pela distribuicdao normal, isto &,

X ~ N(np, np(l — p)).

Exemplo: Se X ~ Bin(100, 0.7), podemos usar a aproximacdo X ~ N(70, 21).

Bin(100,0.7) e N(70,4.58)

0.08
0.06
0.04
0.02
0.00 -~

56 60 64 68 72 76 80 84
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Aproximacao Normal para uma Binomial

Exemplo: Seja X o numero de vezes que uma moeda honesta resulta em cara
quando é lancada 40 vezes. Entao,

X ~ Bin(40, 0.5).

Encontre P(X = 20) usando a férmula exata e a aproximacdo normal.

- Binomial:

P(X = 20) = <;8>(0.5)20(0.5)20 =0.125.

- Normal:

P(X =20) = P(19.5 < X £20.5) =0.1256.

= 35/41
IMECC




Aproximacao Normal para uma Binomial

Exemplo: X ~ Bin(40, 0.5).

Bin(40,0.5) e N(20,3.16)
0.14 -

0.12
0.10
0.08
0.06
0.04
0.02

0.00 —

1 13 15 17 19 21 23 25 27 29

X
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Aproximacao Normal para uma Binomial

Em geral, para que a aproximacdo para a normal seja utilizada:
np > 10
n(l —p)>10

Ou seja, pelo menos 10 sucessos e pelo menos 10 fracassos na amostra.
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Relembrando: Propriedades da Esperanca

1. Para qualquer v.a. X e constantes a e b:
E(aX + b) = aE(X) + b.
Casos particulares:

- E(X 4+ b) =EX) + b,
- E(aX) = aE(X).

2.Se X1, X5, ..., X, sdo variadveis aleatorias:

E (21 Xl-> - ; E(X)).
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Relembrando: Propriedades da Variancia

1. Para qualquer v.a. X e constantes a e b:
Var(aX + b) = a*Var(X).
Casos particulares:

- Var(X + b) = Var(X),
- Var(aX) = a*Var(X).

2.Se X1, X, ..., X, sao variaveis aleatérias independentes:

Var <i X,-) = i Var(X;).
i=1 i=1
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Propriedades da Normal

Se adicionarmos ou multiplicarmos uma constante a uma v.a. com distribui¢ao
Normal, a v.a. resultante continua tendo distribuicdao normal. Ou seja,

X ~ N(u, 6%) - aX + b ~ N(au + b, a*c°).
Isso explica que:
X —
X ~ N(u, 6%) = z=""F _No,D.
o

Se X e Y sdo v.a.s independentes, tal que X ~ N(yy,02)e Y ~ N(uy, ayz),
entao

X+Y ~ N(uy +,uy,0§ + 07).
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Leituras

+ Ross: secOes 6.3 a 6.7.
- Openlntro: se¢bes 3.1, 3.2, 3.4.2
-+ Magalhdaes: capitulo 6.

Slides adaptados do material produzido pelos
professores:

- Samara Kiihl
- Tatiana Benaglia
- Larissa Matos

- Benilton Carvalho
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